Uber das latus rectum principalis in Newtons
Himmelsmechanik

von
Christian Strutz

Daf3 das latus rectum pricipalis aus der Kegelschnittlehre des APOLLONIUS von Pergae ein
entscheidendes Argument fiir NEWTONs Himmelsmechanik darstellt, steht aufier Zweifel. Es zeigt
sich, daf} dieser Parameter ein nach mehreren Methoden berechenbarer Grenzwert ist.

So schrieb Isaac NEWTON im November 1684 in seinem Traktat De Motu Corporum in
Gyrum: ,,Deshalb kreisen die groferen Planeten auf Ellipsen, deren Brennpunkt sich im
Zentrum der Sonne befindet: ganz so wie dies KEPLER vermutet hat. Und die latera recta
dieser Ellipsen sind gleich QT°/OR, wenn der Abstand zwischen den Punkten P und Q
mdglichst gering ist und sie gleichsam unendlich nahe beieinander liegen.*

Um zu sehen, um welche Punkte und Absténde es sich hierbei handelt, verwenden wir in
abgewandelter Form NEWTONSs eigene Zeichnung (Abb.1).

Abbildung 1
Bahnellipse nach Newtons Skizze
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Die Abbildung 1 zeigt die obere Hilfte einer Ellipse mit den Brennpunkten S und H, der
kleinen Halbachse b, der groBBen Halbachse a, der linearen Exzentrizitéit e und dem
Formparameter p.

S symbolisiert die Sonne, P den Planeten auf dem Wege nach Q. Statt sich tangential in
Richtung R zu bewegen, lenkt die Anziehungskraft der Sonne den Planeten nach Q ab. Fiir
die Bezichung OT°/OR interessiert das Viereck OTPR. Dieses enthilt das Parallelogramm
OxPR. Die Strecken Px und OR sind also gleich lang. Sie zeigen an, um wieviel der Planet
von einer geradlinigen Bahn ablenkt wird. Als Hohe des Dreiecks SPQ steht die Strecke
QT senkrecht auf der Verbindungslinie SP zwischen Sonne und Planet. Die Strecke Ox und
deren Verldngerung Qv verlaufen parallel zur Tangente Pv. Qv ist also die elliptische
Ordinate von v bei Verwendung der konjugierten Ellipsen-Durchmesser als Koordinaten-
system. Die Strecke Pv ist demnach die Abszisse von v auf dem Halbdurchmesser PC.
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Was hat es aber mit Newtons latera recta auf sich und wo finden wir in der Zeichnung das
latus rectum L, auf welches sich die Gleichung

ey QT fOoR=2p=1I

bezieht? Als einzigen Hinweis sehen wir in der Abb.1 den hinzugefiigten Formparameter
p, das semi-latus rectum, also L/2, der den zum Brennpunkt S gehérenden y-Wert nach
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im kartesischen Koordinatensystem angibt. Ein Zusammenhang mit der Gleichung (1) ist
zunichst nicht sichbar. Zur Beantwortung der Frage lohnt es sich, zur Lehre der
Kegelschnitte des APOLLONIUS von Pergae zuriickzugehen. Nach seiner Definition handelt
es sich bei der opBia TAeupa, dem latus rectum, also der ,,senkrecht stehenden Flanke*
um ,,...die zum Durchmesser rechtwinklige Seite: Um zu dieser Paritét herzustellen, steht
die vom Durchmesser aus gezeichnete Ordinate im Quadrat.“”" Dies sei zunéchst anhand
der TapaoAn - der ,,Gleichung* oder ,,Parabel” - in der Abb.2 gezeigt.

Abbildung 2
_Latus Rectum Principalis der Parahel
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2

s  peipi-l varabel b .
2z exakte Ubereinstimmung zwischen dem
v Quadrat der Ordinate p” und der Flache
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WV =2px=1Lx principalis befindet sich genau an der
11 1 ¥ Stelle x = p/2 = L/4. Im Pol A stehen die
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Der Radius des Kriimmungskreises im
Scheitel betrigt p, dessen Durchmesser
-4 - ist gleich dem latus rectum principalis L.
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Hyperbel - umrepPoAn - wie APOLLONIUS sagt, heifit ,,Ubertreibung* oder ,,Uberschuf®.
Die Abb.3 zeigt, was dies im Sinne der Kegelschnitte bedeutet:

Abbildung 3
Latus Hectum Principalis der Hyperhel
18- Bei der Hyperbel sind die Seiten-
langen der Rechtecke a mal b
vorgegeben. Die Asymptoten sind
die Verldngerungen der Dia-
gonalen dieser Rechtecke.

Die Linge von L betrigt L=2b"/a.
Da die Abszisse des Brennpunkts
kleiner ist als L/4, libertrifft bei
der Hyperbel die Flache des
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&
w
o

e

_la_

Auch bei der Hyperbel ist der
Radius des Kriimmungskreises im
Scheitel gleich dem Parameter p.
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Abbhildung 4
Latus Rectum Principalis der Ellipse Weil die Abszisse des Brenn-

punkts groBer ist als L/4 und im
p? =2px- g X Extremfall - dem Kreis - sogar
o~ gleich p ist, wird bei der Ellipse
] die Flache des Quadrats p’ zu
klein, um dem Rechteck 2px pari
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p pl : b zu bieten (Abb.4).
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Lange des latus rectum auch
gleichbedeutend ist mit dem
Durchmesser des Kriimmungskreises im Hauptscheitel, dessen Radius die Lange von
L/2= p hat.

Hauptkriterium fiir die Form eines Kegelschnitts ist nach Apollonius die vorhandene oder
nicht vorhandene Aquivalenz zwischen dem Quadrat der Ordinate und dem Rechteck, das



aus der zum Durchmesser senkrecht stehenden doppelten Seitenldnge - latus rectum - und
der Abszisse besteht.

Daf} dieses einfach-geniale Prinzip nicht nur im orthogonal-kartesischen sondern auch im
schiefwinkligen Koordinatensystem der konjugierten Durchmesser funktioniert, zeigt die
Abb.5 als Erlduterung zu NEWTONs Zeichnung mit den Punkten S, P, O und v.

Ahhildung 5
Latus rectum des Punlktes v

Das am Punkt v entstandene latus rectum / = 2Qv im Verdergrund stimmt natiirlich nicht
mit dem im Hintergrund vom Brennpunkt H ausgehenden und von Newton erwéhnten
latus rectum principalis L = 2p liberein. Dieses L ist eine Konstante, wihrend alle tibrigen,
theoretisch unzéhlig vielen latera recta lediglich das Prinzip fiir die Parabel, Hyperbel und
Ellipse wiedergeben.

Wollen wir uns nun vorstellen, die Ellipsenbahn als Modell sei eine feste Schiene, die
Punkte seien durch Gummibinder miteinander verbunden und der Planet sei im Scheitel
der Ellipse. Der Planet befindet sich hier entweder in der kiirzesten Entfernung von der
Sonne, dem Perihel oder, wie in der Abb.6, in der weitesten, dem Aphel. Hier stehen die
Tangente an die Ellipse und der Durchmesser senkrecht aufeinander. Das Viereck OTPR
ist somit ein Rechteck geworden.



Abbhildung 6
Planet P im Scheitelpunl:t der Eahnellipse
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Die Abbildung verdeutlicht, wie durch P im Scheitel die Strecken OT, Ox und Qv
zusammenfallen, wobei QT jetzt senkrecht auf der Hauptachse der Ellipse steht. Wir
sehen aber auch, daf L als Durchmesser des Kriimmungskreises nunmehr ins Zentrum der
Betrachtung griickt ist. L als Punkt und S als Kraftzentrum sind auch nicht mehr weit
voneinander entfernt.

Nun kommt es darauf an, den Abstand zwischen P und Q immer enger werden zu lassen.
Eine Methode, dies zu erreichen besteht darin, den Zentriwinkel x bei M oder den Bogen x
immer kleiner werden zu lassen. Welcher Grenzwert nach diesem Verfahren fiir den
Quotienten QT°/OR entsteht, zeigt die Gleichung (3).
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Es zeigt sich als Ergebnis das latus rectum principalis.

Wir konnen den Scheitel-Kriimmungskreis auch als Thaleskreis ansehen: Der Winkel
zwischen PQ und QL betrigt 90°; OT ist die Hohe des Dreiecks LPQ. Wiirde die Sonne
nicht an ihm ziehen, wiirde der Planet in der Zeit At die Inertial-Strecke PR=QT
zuriicklegen. OR ist die durch die Zentralkraft verursachte Beschleunigungsstrecke des
Planeten. Was passiert nun, wenn sich Q und P immer ndher kommen, weil wir dem
Zeitabschnitt At eine immer kiirzere Zeit zugestehen? Die Gleichung (4) gibt dartiber
Auskuntt:
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Es zeigt sich wieder das latus rectum principalis als Ergebnis. Dabei miissen wir
bedenken, dal von der Gleichung (4) zur Gleichung (5) das Kraftzentrum von M nach L
gewandert ist.

Ein weiterer Weg der Ndherung von Q an P erdftnet sich uns, wenn wir bei Verwendung
der Scheitelgleichung den Unterschied zwischen den Abszissenwerten P und Q immer
kleiner werden lassen. Der y-Wert entspricht dann dem Q7, wihred OR dem Betrag von
x’=|xp-xg| gleichzusetzen ist (Abb. 7).

Abbildung 7
Punkt P als Scheitel der gedrehten Bahnellipse

Die Abb. 7 zeigt, wie der Punkt P zum Scheitel einer neuen Ellipse wird, deren
Hauptachse senkrecht zur Tangente PR steht. Die Langen der gro3en Halbachse a und des
latus rectum principalis bleiben unverindert.
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Und wieder erscheint in (5) das L als strahlendes Ergebnis. Der Vorteil dieser Ndherung
besteht darin, dafl wir nun jeden beliebigen Punktunterschied auf der Ellipse in Betracht
ziehen konnen. Der Nachteil ist, daB3 wir mit der Scheitelgleichung implizit in Kauf
genommen haben, daf3 die Koordinaten fiir O, 7und R nicht vom Kraftzentrum S, sondern
vom Scheitelpunkt aus gelten. Noch sind wir nicht am Ziel.

Nun kommt der Moment fiir NEWTON! Denn er hat festgestellt, da3, wenn die Punkte P

und Q - auch auBBerhalb der Scheitelpunkte - ,,unendlich nahe‘ zusammenkommen

e cinerseits der Spalt zwischen GP und SP und somit der Unterschied zwischen Ox und
Qv verschwindet,

e andererseits die Strecke Gv als ultima ratio die Lange des Durchmessers PG annimmt:
Das ist zweimal die Lange des Habdurchmessers PC.

Wie NEWTON dann das latus rectum principalis als Ergebnis der Zusammenfassung
mehrer Gleichungen und Kiirzungen erscheinen 1d6t, zeigt die Gleichung (6).
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Mit dieser Gleichung hat NEWTON den richtigen Bezugspunkt fiir Q7" / OR = L gefunden:

S, die Sonne als Gravitationszentrum. Zusammen mit der Tatsache, dal3 ,,die
Verbindungslinie zwischen Sonne und Planet in gleichen Zeiten gleiche Flichen
tiberstreicht® (2. Keplersches Gesetz) hat er hiermit die Grundlage fiir eine mathematisch
formulierte Himmelsmechnik geschaffen.
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